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摘要 

本研究已於海洋學刊發表[25]，以再生核質點法(Reproducing Kernel Particle Method, RKPM)模擬淺水波方

程式。使用上游法的再生核質點法去模擬經分離係數矩陣法處理過的淺水波方程式的空間離散部分，將淺水

波方程式的波傳方向依據特徵速度區分成向前與向後的波，再以上游法將 RKPM 的形函數分成上下游分別近

似不同方向的波。時間離散部分則是使用二階 Runge-Kutta法。為了驗證本方法的可用性，兩個算例包含一維

開放渠道的穩定流通過底床突起圓丘以及二維的斜向水躍。另外也發現底床之幾何形狀不平滑會影響數值收

斂結果。經過驗證，使用再生核質點法能夠以高收斂性以及精度有效的模擬淺水波問題，即使使用非均勻網

格，仍然可以保持近似的階數和精確度。 

 

前言  

淺水波方程式(Shallow water equations, SWEs)是

一組雙曲線型一階非線性偏微分方程式，通常適用

於模擬如沿海地區或內陸地區的河流、潮汐以及波

浪等大型水力問題。對於這些具有自由液面，且重力

方向的影響與其他方向的影響相比之下非常小的問

題，並不是求解較複雜的 Navier-Stokes 方程式，而

是通過對深度方向積分 Navier-Stokes 方程式得出的

淺水波方程式適用於這些問題。 

許多數值方法已被用來應用在解淺水波方程式，

例如：有限差分法(Finite Difference Method, FDM)已

被應用於水力模擬 [1, 2]。以有限體積法 (Finite 

Volume Method, FVM)模擬複雜的非穩定流現象也有

了顯著的發展 [3, 4]。有限元素法 (Finite Element 

Method, FEM)同樣也廣泛的被用來模擬淺水波方程

式[5, 6]。然而，前面提到的基於網格法的數值方法，

通常會在建立網格與節點對節點的連接上遇到困難，

特別是遇到複雜幾何形狀的時候。甚至這些網格法

的性能很大程度取決於網格的質量。 

在過去的幾十年裡，諸如光滑粒子流體動力學

法(SPH) [7, 8]、擴散元素法(DEM) [9]、無元素伽勒

金法[10]、以及再生核質點法(RKPM) [11, 12]等等無

網格法，逐漸發展成熟並廣泛的應用在工程問題上，

這些方法不需要進行網格生成也能夠達到高階近似。

無網格法同樣也能求解淺水波方程式，如 SPH[13, 

14]、有限質點法[15]、徑向基底函數配點法(RBF) [16]、
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自然單元法[17, 18]、以及無元素伽勒金法[18]。 

本文的大綱如下：第二段包含 RKPM 的基本理

論和淺水波問題的控制方程式。第三段為數值處理

的方法，包含上游法、Full Transformation、Runge-

Kutta時間積分法。第四章中的兩個數值算例驗證了

本研究方法之性能，最後根據數值結果提出結論和

討論，並於 2018年海洋學刊 Journal of Marine Science 

and Technology進行發表[25]。 

 

基本理論  

1. 再生核質點法 

假設任意函數 ( )f x ，其數值近似 ( )hf x 可表示

為[12] 

 ( ) ( ; )h

a I I

I

f x x x x f     (1) 

其中 a 是 RK形函數，I是第 I個質點。RK形函數

可表示為 

 ( ) ( )x x x xa I a IC       (2) 

其中 ( )IC x x 為修正方程， ( )a Ix x  為核函數。本

研究中核函數使用的是 B-spline函數[19]。修正方

程為一組多項式方程，可表示為 

 1( ) ( ) (0)x x B x x M B
T

I IC      (3) 

其中 
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     (5) 

將方程式(3)代入(2)可得到 RK形函數如下 

 1( ) (0) ( )B x x M B x x
T

a I a I      (6) 

核函數控制 RK近似方法的連續性和平滑性，影響

域決定了 RK質點的影響區域，也就是說，影響域

越大會使越多質點參與到局部近似。圖 1為一階的

RK形函數。 

 
圖 1 一階 RK形函數 

 

2. 再生核質點法的類微分方程 

在本研究中，加入了類微分到導數場近似中[20]。

這個方法可以避免計算式(6)中的每一項的微分，提

高建立形函數的效率。我們假設套用類微分時可將

導數表示為 

 ( ) xx I I

I

f f       (7) 

其中
a 為形函數的微分，並且可表示為 

 ( ) ( )x x x xI I a IC        (8) 

指數的 1, 2, 3  分別代表 x, y, z三個維度。整理過

後形函數的微分可表示為 

 1( ) (0) ( )B x x M B x x
T

I I a Ix          (9) 

圖 2為形函數的一階微分。 

 
圖 2 RK形函數的一階類微分圖 

 

3. 淺水波方程式 

淺水波方程式(Shallow water equations, SWEs)由

Navier-Stokes 方程式在忽略了垂直加速度以及假設

為壓力為靜水壓分布後，對垂直方向(z軸)積分而來。

淺水波方程式包含了質量守恆方程式： 

 
h uh vh

t x y

   
   

   
  (10) 

以及動量守恆方程式： 

 

x

y

u u u h
u v g F

t x y x

v v v h
u v g F

t x y y

   
   

   

   
   

   

  (11) 

其中 h, u,和 v 分別代表水深和 x 與 y 方向的平均流

速。在不可壓縮流的假設下，外力
xF 和 yF 可表示為： 

 
x x x f

y y y f

F gSo gSf C v

F gSo gSf C u

  

  
  (12) 

其中 g和 fC 分別為重力加速度和柯氏力係數。So表

示底床坡度、 Sf 表示底床摩擦，分別可表示為： 

 

2 4/3 2 2

2 4/3 2 2 

x

y

Sf n h u u v

Sf n h v u v





 

 
  (13) 

其中 n 為曼寧粗糙係數。淺水波方程式的非保守形

式可表示為[21]： 

 
U U U

A B F
t x y

  
  

  
  (14) 

其中 

 

0

; 0 ;

0 0

0 0

 0 0 ; 

0

U A

B F x

y

h u h

u g u

v u

v h

v F

g v F

   
   

 
   
      

  
  

    
     

  (15) 

將式(1)代入到水深和速度項後可得到淺水波方程式

的離散形式： 

 

U
F A U

B U

NP
JI

I I J

J

NP
J

I J

J

t x

y


 

 









  (16) 

其中 I 和 J 分別代表第 I 個質點和第 J 個質點。NP

代表參與到第 I個質點的 RK離散近似的總點數。 
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數值處理  

1. RK形函數套用上游法 

在本研究中，使用分離係數矩陣法[1]來求出淺

水波控制方程式的特徵，利用這些特徵便能套用上

游法的框架，並模擬不同方向的波傳。 

分離係數矩陣法將式(14)的係數矩陣 A 和 B 對

角線化後取得淺水波方程式的特徵線，矩陣 A 的特

徵值為 u , u+c和 u-c，矩陣 B的特徵值為 v , v+c和 

v-c，因此矩陣 A和矩陣 B可表示為 

 
 

 

1

1

A P D P

B P D P

A A A

I I I I

B B B

I I I I









  (17) 

其中 P 為特徵向量矩陣，D 為包含特徵值的對角矩

陣。特徵值的符號代表波傳方向，根據波傳方向，特

徵值矩陣 D可再分為 D+和 D- 並表示如下： 

 

A P D P

A P D P

B P D P

B P D P

A A

I I I I

A A A

I I I I

B B B

I I I I

B B B

I I I I

 

 

 

 









  (18) 

將式(18)代入式(16)的控制方程式可表示成： 

U
F A U A U

B U B U

NP NP
J JI

I I J I J

J J

NP NP
jJ

I J I J

J J

t x x

y y

 

 



 

 
  

  


 

 

 

 

  (19) 

其中 ,i
 為 RK 形函數在 i 方向波傳的正(或負)方向

上的導數，因此在做 RK近似時，我們應該分別調整

上游和下游的影響域大小。在模擬正向波傳時，只能

使用上游的質點來近似。相反的，在模擬負向波傳時，

只有下游的質點能參與近似。圖 3 顯示了原始形函

數在正和負方向的導數，和 RK離散點。 

2. Full Transformation 

在 RK近似中，當形函數的影響域增加時，形函

數會趨向平滑，如圖 4所示，但這種行為會使 RK形

函數失去 Kronecker delta 的特性，這樣會使得式(1)

的節點係數不會完全等於質點位置上的物理量。為

了解決這個問題，提出 Full Transformation Method將

方程式的節點向量轉換成物理量[22]，方程式如下所

示： 

 

1

11 12 1 11

21 22 2 22

1 2

UU

UU

UU

NP

NP

NP NP NPNP NPNP


       

     
       

     
     

        

  (20) 

其中 

 

( ; )

( ; )

( ; )

a I I J

IJ a I I J

a I I J

    
 

     
 
     

  (21) 

 

 
圖 3 正向與負向的形函數一階導數和離散點 

 

 
圖 4 不同影響域的一階 RK形函數 

 

3. 時間積分 

本研究在空間近似部分使用的是二階 RKPM，

時間近似的部分使用的是二階 Runge-Kutta法[23]，

將式(16)進行空間離散化後可表示為：  

 

1/2

1/2

1 1/21 1

2 2

U
U U

U
U U U

n

n n I

I I

n

n n n I

I I I

t
t

t
t





 


  



 
    

 

  (22) 

其中上標 n為第 n個時間項， t 為時間增量。 
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數值算例  

1. 開放渠道流過一圓丘 

第一個數值算例為淺水波方程式眾所皆知的基

本問題，在這個例子中，流體會通過兩種不同形狀的

圓丘，這兩種底床都是無摩擦的。流道全長為 25公

尺且寬度為一單位，因此這是個一維問題。第一種底

床形狀為： 

 
2 if 12 80.2 0.05( -10)

Z
else0

b

xx   
 


  (23) 

邊界條件為下游出流固定水深 2 公尺，上游入

流固定流量為 34.42 /q m s 。底床的模型以及穩定

狀態的水深如圖 5所示： 

 
圖 5 第一種底床形狀以及穩態的開放流 

 

為了評估收斂速度，使用均勻離散化的 126個、

251個和 501個的 RK離散點，一階以及二階 RK近

似皆使用影響域 5a x  ，其中 x 為離散點距離，因

為是均勻佈點，因此所有的 x 都是一樣的。為了確

保得到的解是穩態的，總計算時間設定為 400T  秒，

時間步為 0.005t  。一維問題的計算誤差皆使用均

方根法做計算，定義如下所示： 

  
21 NP

h

I

e h h
NP

    (24) 

不同影響域和近似階數所得到的收斂測試結果(水深

解)如圖 6所示，一階近似和二階近似的收斂率分別

為 1.122 和 1.030，在這個算例中，底床上的圓丘起

始處和結束處會產生不連續點的跳躍，然而 RK近似

是高度平滑和連續的數值方法，因此即使使用高階

RK形函數，在接近不連續區域時收斂速度也是有限

的。 

 

 
圖 6 126點、251點和 501點之一階和二階 RK近

似之收斂性測試[25] 

 

無網格法的優點之一便是它可以簡單地套用非

均勻網格並且依然保持精度，在這裡我們重新以第

一種底床形狀來分析非均勻離散化的開放流問題，

總離散點數和均勻離散時相同，為 125點、251點和

501點，但各離散點之間有隨機擾動  ，擾動值設定

為 0.4 x   ，非均勻離散點的排列如圖 7所示。 

一般來說，使用非均勻離散時 RK形函數會有不

同的影響域大小，但因為同時使用了 Full 

Transformation Method，相同的影響域尺寸會比較方

便也能維持相同精度。在本算例中，一階近似與二階

近似使用的影響域大小皆為 5a x  ，均勻離散和非

均勻離散情況(對於不同數量的離散點)之計算誤差

如圖 8 所示。對於非均勻離散化，越高階的近似可

以得到越好的精度，並且可以達到與均勻離散類似

的精度水準。因此，本研究提出之方法能夠穩定地使

用非均勻離散。 

 

 
圖 7 均勻離散和非均勻離散 126點之排列 
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圖 8 一階和二階 RK近似之均勻離散與非均勻離散

收斂性測試[25] 

 

開放流問題的第二種底床形狀為指數函數[16]： 

  
2

0.16 10
Z 0.2

x

b e
 

   (25) 

底床的模型以及相同邊界條件下的解析解如圖 9 所

示。一階近似與二階近似使用影響域大小皆為

5a x  ，以分析結果水深之誤差來測試收斂率，使

用離散點分別為 26、51、126、和 251點的一階近似

和二階近似之收斂率如圖 10所示。 

 
圖 9 第二種底床形狀與穩態的開放流 

 

 
圖 10 26、51、126和 251離散點之一階和二階 RK

近似之收斂性測試[25] 

 

一階近似和二階近似之收斂率分別為 1.04 和

1.87，與之前的情況 (開放流通過不連續之突起圓丘) 

不同，使用較高階的 RK形函數獲得之數值結果能夠

得到更好的精度和收斂速度。對於非均勻離散情況，

離散點距離間的擾動設定為 0.5 x   。均勻離散和

非均勻離散的收斂性測試結果如圖 11所示，其一階

近似和二階近似使用之離散點數分別為 26、51、126

與 251點。 

 
圖 11 一階和二階 RK近似之均勻離散與非均勻離

散收斂性測試[25] 

 

如圖 11所示，當底床幾何形狀連續時，非均勻

離散模型與均勻離散模型的收斂速度完全相同。相

反的，如圖 8 所示，不連續底床之非均勻離散模型

收斂率與不連續區域周圍之離散點位置有高度相關。 

2. 斜向水躍 

本算例是個眾所皆知的二維水力問題[4]，開放

流道長 40公尺、寬 30公尺。這個波傳問題中，流體

會以 8.95  的傾角撞擊牆壁，並從受撞擊的牆壁開

始，直到模型的出口產生一個角度為 30  的不連

續衝擊波[15]。流道的頂部和底部為牆壁邊界，設定

為平坦且無摩擦力；左邊和右端分別為入流和出流

邊界。在本研究中，離散點總數為 1230點與 4860點，

每個離散點之間的距離在入流處是相同的。這個例

子的離散化模型如圖 12所示。 

流道之初始條件在入流和出流端皆為水深

1mh  和速度 8.75m/su  、 0v  。達到穩態之收斂

標準為 L2 norm： 

  
2

1n n

I I

I

e h h    (26) 

當 510e  時即為達到穩態。水躍模擬的穩態結果如

圖 13所示，可以觀察到因為流道收縮而產生水位堆

高的現象。 

為了測試本方法之收斂性，分別以 1230個點與
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4860 個離散點來計算。水深等高線的數值解和解析

解如圖 14所示。從圖中可以看到本方法可以很好的

描述水位堆高的現象，藉由增加離散點數，可以得到

更好的精度。因此，本方法對於二維水力問題有很好

的穩定性和可靠性。 

 

 
圖 12 斜向水躍模型 

 

 
圖 13 斜向水躍在第 10秒時的數值結果[25] 

 

結論  

本研究中，將無網格再生核質點法結合上游法

和二階 Runge-Kutta時間積分法，對幾種開放流問題

和漸縮流斜向水躍問題進行建模和數值模擬，證明

了所提出的方法具有高收斂性和高精度，此外，使用

非均勻離散化的離散點時也保有同樣的精確度以及

收斂性，並且發現即使解裡有不連續處，套用非均勻

離散化會非常有效。因此，對於非均勻離散化的易用

性是本研究方法優於其他數值方法的關鍵。 

 

 

 
圖 14 1230與 4860點之水深等高線圖比較[25] 
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